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ABSTRACT. In the extreme and uncertainty conditions the difficulty of vehicle movement between

different customers cause the imprecision of time of movement and the uncertainty of feasibility of
movement. In this paper this uncertainty is presented by a possibility distribution.  A new multiple
criteria fuzzy optimization approach for the solution of the vehicle routing problem is constructed. A new
subjective criterion – maximization of feasibility of movement on closed routes is constructed. The
problem is reduced on the min-max bicriteria fuzzy partitioning problem for the so called promising
routes. For the numerical solution of the scaling model Christofides exact algorithm is realized. To
illustrate  the  results  of  the  constructed  new  fuzzy  approach  a  numerical  example  is  presented.
© 2015 Bull. Georg. Natl. Acad. Sci.
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Route distribution planning problems, also known as Vehicle Routing Problems (VRP), were thoroughly

studied in a variety of areas, such as Operations Research, Artificial Intelligence, etc. The standard VRP was

originally introduced by Dantzig and Ramser (1959) and is NP–hard, which is a complex combinatorial optimi­

zation problem [1]. Several variants of the basic problem were put forward and strong formulations were

proposed.  Most of these problems can be modeled as linear programming problems. The most common

solution  techniques are exact methods  that guarantee  finding an optimal  solution,  if  it  exists. These ap­

proaches are also applied  together with numerous heuristics  solution  techniques developed with enough

flexibility in optimization systems and can be adapted to various practical contexts.

The literature offers very little in terms of modeling VRP proposals, both from the standpoint of the

solutions modeled as Fuzzy Mathematical Programming, and Fuzzy VRP (FVRP). Specifically, if we look at the

FVRP models in the literature, the majority only assume vagueness for some of the following elements that are

described in the model: 1) Fuzzy demands: customer demand is an imprecise variable and 2) Fuzzy times:

service time and travel time can be imprecise variables. All of the above VRP can be formalized as problems of

combinatorial optimization. An overview of literature in recent years for the FVRP and the ways of its solu­
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tions are presented in [2]. The systems approach and analysis play determining role in the vehicle routing

problem (VRP) ([3­10] and others). The classical VRP is developed by many well­known authors ([5] and

others). Here we present a new vision of  the fuzzy vehicle routing problem, which  is different from the

approaches given in other researches. This new problem is connected with difficulties of optimal routing of

vehicles in different extreme situations.

Construction of Bicriteria Partitioning Model for the VRP

We consider the following problem of optimal routing of vehicles as a main problem in extreme situations. Let

the set of geographical points (customers)   1, 2, , 1I n   be given, where  1n  ­th node is depot. Other

customers are supplied from depot by vehicles with uniform goods. The demand for goods from customers

is known as well as  the maximum load and mileage of  the vehicles. The problem is  the following (first

criterion): It is necessary to deliver the demanded goods to customers by vehicles in such a way that total

distance traveled by vehicles to be minimal. It is meant that the demand for goods by each customer is much

less than the maximum load of vehicles.

Suppose  ijC c ,  ,i j I  is a matrix of positive real numbers and represents the distances between

customers;  Q  and  D are real numbers – the constraints of load and mileage of vehicles.  iP ,  1, 2, ,i n 

are also real numbers and represent the demand for goods by i­th customer 1 iP Q  ,  1, 2, ,i n  .

We have to find such closed set of routes   kM M ,  1, 2, ,k m  ,   11, , , , 1
k

k k
kM n i i n   ,

 1, 2, ,k
ji n  ,  1, , kj    , 1 k n   ( m  and  k  are not fixed in advance) that satisfy the constraints
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.  (2)

For the vehicle routing problem represented in this paper, when discussing extreme conditions on roads,

exact or stochastic models may not work because some input parameters are unknown due to their vague

nature. These parameters include transport movement time, representing a total value of customer­to­cus­

tomer movement. The route turns to be feasible if the difference between the expected travel time and the

planned one is minimal. Simply, delay time is the lowest. Therefore, it is planned to construct the second,

subjective criterion within the framework of the paper – to maximizing the feasibility of vehicle movement

removing on the routes.

A little about using possibility theory [11] in formation of the vehicle routing schemes: if the vehicle is in

customer  i of an allowable route, let us denote a set of the neighboring movement customers by ( )iX . What

is a possibility of vehicle movement from customer  i  to customer  j  in planned approximate timeframe­ ijt ?
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Let us denote this value by  , 0 1ij ij   .    ( )iij j X



 is a conditional possibility distribution on the set

( )iX . According to the possibility theory, possibility of any event is maximal among its supportive elemen­

tary  events.

( )( ) max , ,i
ij

j A
Pos A A X


  

The difficulty of movement between different customers and other problems cause the uncertainty and

imprecision of vehicle movements on the routes. Suppose, that the expert evaluation of the movement time

from customer i to customer j is represented by the positive triangular fuzzy number   (1) (2) (3), ,ij ij ij ijt t t t  ([11],

etc.), the membership function of which is defined by formula:
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(3)

The possibilistic mean and standard deviation of a triangular fuzzy number is defined as:

Definition 1:

a) The possibilistic mean value of a triangular fuzzy number  1 2 3( , , )c c c c  ­

2 3 2 1( ) ( 2 ) / 6PosE c c c c c   

b) The possibilistic standard deviation of  c  ­

        2 2
3 2 2 1 3 2 2 1( ) ( ) ( )( ) / (3 2)

Pos Pos
c Var c c c c c c c c c          .

Let   ijT t   be the matrix of fuzzy triangular numbers ­ times of movement from customer  i  to customer

j  and   ij   be the matrix of possibility levels of movements between  i j  customers.

It is obvious that in extreme conditions the feasibility of vehicle movement on routes is inversely propor­

tional to the mean value of the movement time between customers ­ 
   Pos

ijE t  and also inversely propor­

tional to the standard deviation of the same quantity – 
   Pos

ijt  . Therefore it is inversely proportional to

the  product  of  these  values  ­ 
       Pos Pos

ij ijE t t  .  Let  us  introduce  a  nonnegative  fuzzy

quantity  “Small  product”  on  the  interval  1 2[ ; ]x x ,  where 
       1 min{ }
Pos Pos

ij ijx E t t     and
       2 max{ }
Pos Pos

ij ijx E t t   .  The  graph  of  a  “Small  product”  is  a  parabola  of  the  function
2y ax bx c   , where unknown parameters  , ,a b c  are defined from the system of equations:

2
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ax bx c

  
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
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Note: as calculations showed, choosing “small product” function does not have significant impact on the

results of the problem. The main requirement is that it should be non­increasing function with values from 1

to 0 in  1 2[ ; ]x x  interval.

.
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Definition 2:

A feasibility level of movement from the customer   i  to the customer  j  is the value of “Small product” for the

argument 
       Pos Pos

ij ijE t t  :

        Pos Pos
ij ij ijSmall product E t t    . (4)

Let us assume   1 21, , ,..., , 1kM n i i i n     is some closed route and let us introduce the set of states

(arcs) on the route  M :

We can consider the possibility distribution on the states of the closed route  M  and feasibility levels of

the vehicle movement on the closed route  M :

1 1 2

1 1 2
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where  0

,
/ maxij ij pq

p q M
  



 
  

 
.

For the construction of a feasibility of the movement on the closed route we use Choquete averaging

aggregation operator [7].

Definition 3: A feasibility level of the movement on the closed route  M is a Choquet integral of degrees

 1 2 1, ,...,M k      with respect to possibility distribution   0 0 0
1 2 1, ,...,M k     :
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where       1 2 1...i i i k       is the non­increasingly rearranged inversion of  quantities  M ;   0 0.i 

Let   jc M  be the length of route  jM  and   jfeasibility M  ­ degree of feasibility of movement on  jM ,

for all admissible closed routes   1 2, ,..., mM M M M . For arbitrary chosen subset of routes  M M  ,

let us introduce Boolean vector   1 2, ,..., mx x x x , where 
1,

, 1,...,
0,

j

j
j

if M M
x j m

if M M
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. Then the

feasibility measure of movement on arbitrary selected routes is defined as:   
1

m

j j

j

feasibility M x


  and

1  2  ­  k 

n + 1 → i1  i1 →  i2  ...  ik → n + 1 
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the measure of total length of the selected routes is ­  
1

m

j j

j

c M x


 . Let us now define  min max  type

bicriteria partitioning problem on  M . This problem considers the partitioning of closed routes, which
satisfies two criteria: total length is minimal and feasibility of movement on these routes is maximal:

 

1

1

2

1

1

( ) min

( ) max

1, 1,..., ;

0,1 , 1,...,

m

j j

j

m

j j

j

m

ij j

j

j

f c M x

f feasibility M x

a x i n

x j m







  

  

 

 






(7)

where  1ija  , if customer  belongs to admissible route  jM , otherwise  0ija  ;  1,..., ;i n 1,..., .j m

Numerical Example

Our approach to solving the constructed bicriteria partitioning problem (7) belongs to  the other specific

heuristics as a two stage approach strategy (by the Laporte [12] classification).

First stage: At the first stage the so called “promising” routes are constructed. In practice, building all

promising  routes  in  the  first  stage of  the  algorithm  is  impossible  because of  their  large  number  in  real

problems. Therefore we are considering only a limited number of promising routes based on heuristic argu­

ments. We make this selection using the specially created algorithm based of “constructive” approach [13,

14]. In this algorithm construction of promising routes is performed by the analysis of individual customers’

demand values, their geographical locations and defined limits on the maximum route length and load capac­

ity of the vehicles.

Second stage: We solve the bicriteria type partitioning problem (7) for the selected promising closed
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Fig.  1.  Customers  distribution  network.

,



50 Gia Sirbiladze, Bezhan Ghvaberidze, Bidzina Matsaberidze

Bull. Georg. Natl. Acad. Sci., vol. 9, no. 2, 2015

routes when the number of selected rational closed routes is much less than the real large number of admis-

sible routes. The scaling approach is used for the numerical solution of the problem (7) for promising routes.

For the scaling model:

 

1 2

1

(1 )( ) min

1, 1,..., ;

0,1 , 1,...,

k

ij j

j

j

f f

a x i n

x j m

 



   

 

 


(8)

Table 3 – The travel times matrix (minutes)

Table 2 – The possibility levels matrix

Table 1 – Distance matrix (kms)
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classical minimal partitioning problem is constructed. Where  , 0 1,   is a weighted parameter and   k is

a number of selected promising routes. For the solving of the minimal partitioning problem (8) well known

Christofides exact algorithm is used [15].

Example: For  the  illustration of  the  results we present  the  following  customers distribution network

(Fig. 1). It has 13 customers, labeled “1”, “2”, …, “13”, and a depot, labeled “14”. The amount of demand at

each customer and the distances between customers (and the depot) are given in Table 1. The possibility

levels matrix is presented in Table 2. The travel times are triangular fuzzy numbers shown in Table 3. Demands

of each customer are presented in the first row of Table 1. A capacity of each vehicle is 55 units. Maximal travel

distance for the vehicle is 55 km. These are all input data of the new FVRP model. The output data (optimal

routes) shows the presence of extreme conditions on the roads. The solutions for different weight parameter

  are shown in Table 4.

As shown in Table 4, we get different solutions for the scaling model (8), when  0   (feasibility criterion

domination) and  1   (distance criterion domination). As we can observe solutions remain stable for inter­­

vals of  .

Conclusion

A new multiple criteria optimization model for the solution of the optimal vehicle routing problem is consid­

ered. Two stage scheme is used for the numerical solution of the FVRP. This problem is reduced on the min­

max bicriteria fuzzy partitioning problem. At the first stage based on the constructive approach the so called

“promising” closed routes are constructed. On the second stage we solve the bicriteria partitioning problem

Weight Parameter   Optimal Routes in Scaling Model 

Feasibility only ( = 0) 
 

Total distance = 245 
 

Feasibility level = 4.8 

Vehicle 1: 14, 8, 11, 12, 13, 1, 14 
Vehicle 2: 14, 2, 4, 5, 6, 14 

Vehicle 3: 14, 9, 14 
Vehicle 4: 14, 3, 14 
Vehicle 5: 14, 7, 14 
Vehicle 6: 14, 10, 14 




Total distance = 318 
 

Feasibility level = 7.87 

Vehicle 1: 14, 8, 11, 12, 13, 1, 14 
Vehicle 2: 14, 2, 4, 3, 2, 14 

Vehicle 3: 14, 9, 10, 14 
Vehicle 4: 14, 7, 14 

Vehicle 5: 14, 6, 5, 14 




Total distance = 318 


Feasibility level = 8.73 

Vehicle 1: 14, 8, 11, 12, 13, 1, 14 
Vehicle 2: 14, 4, 3, 2, 14 
Vehicle 3: 14, 9, 10, 14 
Vehicle 4: 14, 7, 6, 14 
Vehicle 5: 14, 5, 14 




and  = 1 (Distance only) 


Total distance = 218 


Feasibility level = 3.36 

Vehicle 1: 14, 8, 11, 12, 13, 1, 14 
Vehicle 2: 14, 4, 3, 2, 14 
Vehicle 3: 14, 9, 10, 14 

Vehicle 4: 14, 7, 14 
Vehicle 5: 14, 6, 5, 14 

Table  4  –  Optimal  routes



52 Gia  Sirbiladze,  Bezhan  Ghvaberidze,  Bidzina  Matsaberidze

Bull.  Georg.  Natl.  Acad.  Sci.,  vol.  9,  no.  2,  2015

(7) for the selected promising closed routes when the number of selected rational closed routes is much less

than the real large number of admissible routes. The scaling model (8) is used for the numerical solution of the

problem (7) for promising routes. A numerical example is considered for the illustration of the results of the

new fuzzy approach in FVRP.
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informatika

eqstremaluri pirobebisTvis  satransporto
marSrutizaciis amocanis axali fazi-modeli

g. sirbilaZe,* b. RvaberiZe,* b. macaberiZe*

*i. javaxiSvilis sax. Tbilisis saxelmwifo universiteti, zust da sabunebismetyvelo mecnierebaTa
fakulteti, Tbilisi

(warmodgenilia akademiis wevris m. saluqvaZis mier)

satransporto marSrutizaciis amocanebis gadawyveta gansakuTrebiT did mniSvnelobas
iZens bolo dros gzebze Seqmnili garTulebuli situaciebis gamo: transportiT
gadatvirTuli gzebi; eqstremaluri movlenebi, rogoricaa: katastrofebi, miwisZvrebi,
sxvadasxva mizezebiT gamowveuli cudi xilvadoba gzebze da sxv. yovelive es arTulebs
satransporto marSrutizaciis amocanebis gadawyvetas. aseT SemTxvevaSi gzebze
satransporto saSualebebiT gadaadgilebis minimizaciis amocanasTan erTad Cndeba iseTi
kriteriumi, rogoricaa  marSrutebze gadaadgilebis ganxorcielebis SesaZleblobis
maqsimizacia. am ukanasknelis ageba dakavSirebulia saeqsperto codnis formirebisa,
inJineriis meTodebsa da teqnologiebTan. meore kriteriumi warmoSobs satransporto
marSrutizaciis bikriterialur amocanas. rogorc cnobilia, kargadaa Seswavlili
klasikuri satransporto marSrutizaciis amocanebi, romlebic, stacionaruli pirobebis
SezRudvebSi ZiriTadad gzebze satransporto saSualebebiT gadaadgilebis minimizaciis
amocanis gadawyvetas gulisxmobs. amocana diskretuli optimizaciis amocanaTa klass
miekuTvneba da NP -sirTulisaa. didi ganzomilebebis SemTxvevaSi mis gadasawyvetad Seqmnilia
evristikuli Tu sxva tipis miaxloebiTi midgomebi. naSromSi ganxiluli amocanis
realizacia warmoadgens Cven mier Seqmnili fazi-satransporto marSrutizaciis amocanis
gadawyvetis axal midgomas. eqspertuli monacemebis bazaze Seqmnili meTodologia
dafuZnebulia SesaZleblobis Teoriis bolo Sedegebze. statiaSi ganxilulia min-maqs
tipis bikriterialuri satransporto marSrutizaciis amocana eqstremaluri garemosTvis.
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agebulia axali subieqturi kriteriumi - Caketil gzebze gadaadgilebis ganxorcielebis
SesaZleblobis maqsimizacia. kriteriumis asagebad gamoyenebulia Sokes sasruli
integrali. warmodgenilia am amocanis realizaciis oretapiani sqema. pirvel etapze
konstruqciuli midgomiT formirdeba  e.w. „imedis momcemi“ Caketili marSrutebi. meore
etapze  SerCeuli „imedis momcemi“ Caketili marSrutebisTvis formirebuli min-maqs
tipis bikriterialuri kombinatoruli optimizaciis amocana, romelic skalirebul
modelSi dayvanilia klasikur minimaluri dafarvis amocanaze. am ukanasknelis ricxviTi
amoxsnisTvis gamoyenebulia Stoebisa da sazRvrebis  zusti algoriTmi. Seqmnilia Sesabamisi
programuli uzrunvelyofa. axali midgomis Sedegebis Sesafaseblad ganxilulia ricxviTi
magaliTi. miRebuli Sedegebi aCvenebs, rom sadistribucio qselebze ganuzRvrelobisa da
eqstremaluri situaciebis warmoSobis pirobebSi optimaluri marSrutebi icvleba im
xarisxiT, ra xarisxiTac ganuzRvreloba warmoadgens satransporto saSualebebis gzebze
drouli gadaadgilebis xelis SemSlel faqtors.
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